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I. ЦЕЛЬ, РЕЗУЛЬТАТЫ ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ И ПРЕРЕКВИЗИТЫ

Основная цель освоения дисциплины «Выпуклое программирование и аппроксимационные алгоритмы»  обучить студентов основным понятиям и методам построения приближенных алгоритмов для задач комбинаторной оптимизации, которые основаны на решении выпуклых релаксаций задачи. 


В результате изучения данной дисциплины у студентов должны выработаться и/или укрепиться следующие умения и навыки: 
· Навыки перехода от обсуждения содержательных задач к их математическим формулировкам и дальнейшего анализа сформулированных математических задач.

· Знание основных определений и фактов теории выпуклых релаксаций, умение применять их при анализе конкретных задач.

· Умение формулировать задачи построения приближенных алгоритмов и задачи анализа качества приближения. 

· Умение определять выпуклые релаксации задач комбинаторной оптимизации, анализировать точность приближения релаксаций и строить  на основе этого анализа приближенные алгоритмы. Для этого требуется владение основными техниками анализа точности выпуклых релаксаций на уровне, достаточном для решения возникающих задач. 

Настоящая дисциплина предназначена для студентов специализации «Теоретическая информатика» и относится к числу завершающих подготовку бакалавра по этой специализации. Для ее освоения студенты должны владеть знаниями и навыками, полученными в ходе изучения предыдущих дисциплин, прежде всего

 Дискретная математика; 

 Линейная алгебра и геометрия; 

 Теория вероятностей и математическая статистика; 

 Теория вычислений; 

 Алгоритмы и сложность.

II. Содержание УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЫ 
Тема 1. Средние оценки и дерандомизация
Примеры вычисления среднего значения целевой функции для классических задач комбинаторной оптимизации: MAX-SAT, задача коммивояжера, задача о максимальном независимом множестве.  Вероятностные алгоритмы и дерандомизация.
Тема 2. Примеры ЛП релаксаций
ЛП релаксации для задач MAX-SAT, вершинного покрытия в графах, покрытия множествами. Анализ точности этих релаксаций.
Тема 3. Иерархия Шерали-Адамса (SA)
Определение квазираспределений. Точность SA иерархии на больших уровнях. Примеры SA релаксаций низких уровней. Задача об относительном разрезе, метрики и квазиметрики, квазиметрики разрезов. ЛП релаксация, задача о вложении метрик. Теорема Бургейна. 
Тема 4. Иерархия Лассера (LA)
Определение псведораспределений, их связь с задачей SDP (полуопределённого программирования). Алгоритм округления Гёманса-Вильямсона, оценка точности и примеры использования: релаксации задач MAX-CUT, MAX-2SAT, вывод неравенства Гротендика, приближенный алгоритм вычисления нормы разрезов. Гауссовы округления и задача квадратичного программирования на булевом кубе. LA релаксации для плотных случаев задачи MAX-CUT. Нижние оценки точности LA релаксаций линейной степени для задачи MAX3LIN. 
III. ОЦЕНИВАНИЕ
Для прохождения контроля студент должен продемонстрировать понимание основных определений, знание теорем и методов, умение применять изученные методы для решения задач.
Текущий контроль осуществляется в форме выполнения домашних заданий. Домашнее задание состоит в записи решений задач, как разбиравшихся на семинарах, так и оставленных для самостоятельного решения. Сдавать записанные решения необходимо в сроки, указанные преподавателем, более поздняя сдача не учитывается в итоговом контроле (и потому пересдача домашних заданий невозможна). За полное решение каждой задачи дается 4 балла. За оригинальные и/или очень ясные решения задач предусмотрены бонусные баллы. За большое количество мелких погрешностей изложения, не влияющих на математическую корректность решения, предусмотрены штрафные (отрицательные) баллы.

  

Оценка текущего контроля - Одз - вычисляется по сумме накопленных за сданные решения баллов, бонусных баллов за вычетом штрафных баллов. Она равна сумме этих баллов  с коэффициентом 1/8, если эта величина не превосходит 10 (в противном случае оценка равна 10).
Оценка итогового контроля Оэкз выставляется (по выбору студента) либо за сдачу устного экзамена в классической форме (теоретический вопрос, задача), либо за защиту реферата  по предложенной преподавателем статье. В последнем случае необходим как письменный текст реферата, так и беседа по содержанию статьи. Беседа может быть заменена докладом на семинаре. В случае неудовлетворительной оценки за защиту реферата пересдача возможна лишь в форме устного экзамена. 
Итоговая оценка по дисциплине получается по формуле
Оитог = 0,25·Онакопленная + 0,75·Оэкз, где Онакопленная =Одз.
Округление итоговой оценки арифметическое.
IV. ПРИМЕРЫ ОЦЕНОЧНЫХ СРЕДСТВ 
Примеры задач для решения на семинарах.
1.  Рассмотрим задачу нахождения максимального независимого  множества для графов, в которых степени всех вершин не превосходят d.  Постройте для этой задачи детерминированный полиномиальный алгоритм,   мультипликативная погрешность которого 1/(d+1).
2. Для задачи о минимальном покрытии рассмотрим жадный алгоритм  построения покрытия: на каждом шаге добавляем то множество, которое  покрывает наибольшую долю ещё непокрытых элементов. Докажите, что жадный алгоритм имеет мультипликативную погрешность log n (1+o(1)).
3. Постройте полиномиальный вероятностный алгоритм, который решает

  задачу MAX-QP с погрешностью 1/n.
4. В качестве базового множества задачи о покрытии возьмём ненулевые элементы векторного пространства над полем из двух элементов. В качестве семейства множеств возьмём аффинные гиперплоскости.  Докажите, что (а) оптимальное значение в релаксации такой задачи покрытия не больше 2; (б) минимальное покрытие содержит не меньше log(n+1) множеств. 


5. Выпишите релаксации Шерали-Адамса для задачи ЦЛП на кубе с  координатами вершин ±1.
6. Задайте многогранник разрезов на трёх вершинах неравенствами. 

7. Выведите неравенство треугольника напрямую из условия неотрицательности функционала на всех обобщённых мономах от тройки переменных.
8.  Проверьте, что любое псевдораспределение степени d является квазираспределением уровня d/2 в переменных yi , то есть  неотрицательно на обобщённых мономах в этих переменных. (Считайте d чётным.)
9. Докажите, что любое псевдораспределение степени 2n на n-мерном ±1 кубе является вероятностным распределением.
10.  Докажите, что для цикла C5 точность релаксации Гёманса-Вильямсона не больше 0.8845.
11. Для любого ε>0 постройте полиномиальный (по длине входа и log ε-1) вероятностный алгоритм, который решает задачу Гротендика с мультипликативной погрешностью 2c/π - ε.
12. Докажите неравенство треугольника для нормы разрезов и нормы Гротендика.

13. Докажите, что для любого псевдораспределения p степени 2 существует  гауссово распределение pA, у которого все моменты первой и второй степени такие же, как у p.
14.  Докажите, что функция x(1-y-z)+yz принимает значения из множества {0,1} на {0,1}3, но не представляется в виде неотрицательной линейной комбинации обобщённых мономов степени 2.

Примеры заданий на написание реферата.
1. Реферат по статье, в которой показана разница между оценкой значения целевой функции и нахождением приближения к оптимальному допустимому решению. Uriel Feige and Shlomo Jozeph. 2015. Separation between Estimation and Approximation. In Proceedings of the 2015 Conference on Innovations in Theoretical Computer Science (ITCS '15). ACM, New York, NY, USA, 271-276. 



2. Реферат о нижних оценках точности релаксаций Шерали-Адамса для задачи о максимальном разрезе по статье Wenceslas Fernandez de la Vega and Claire Kenyon-Mathieu. 2007. Linear programming relaxations of maxcut. In Proceedings of the eighteenth annual ACM-SIAM symposium on Discrete algorithms (SODA'07). Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia, PA, USA, 53-61.

3. Реферат об алгоритмах достижения оценок в общих задачах выполнимости, которые превосходят среднее, по статье Beating the random assignment on constraint satisfaction problems of bounded degree. / Barak, Boaz; Moitra, Ankur; O'Donnell, Ryan; Raghavendra, Prasad; Regev, Oded; Steurer, David; Trevisan, Luca; Vijayaraghavan, Aravindan; Witmer, David; Wright, John. In Approximation, Randomization, and Combinatorial Optimization. Algorithms and Techniques - 18th International Workshop, APPROX 2015, and 19th International Workshop, RANDOM 2015. Vol. 40 Schloss Dagstuhl- Leibniz-Zentrum fur Informatik GmbH, Dagstuhl Publishing, 2015. p. 110-123. 
(Примечание: трудная тема, требует достаточно свободного владения анализом Фурье для булевых функций.)

4. Реферат об алгоритме рекордной на данный момент точности для задачи MAX-2SAT по статье M. Lewin, D. Livnat, and U. Zwick. Improved rounding techniques for the MAX 2-SAT and MAX DI-CUT problems. In IPCO, pages 67-82, 2002. 


5.  Реферат о достижимости оценки Гёманса-Вильямсона по статье
 U. Feige and G. Schechtman. On the optimality of the random hyperplane rounding technique
for max cut. Random Struct. Algorithms, 20(3):403-440, 2002.


Программа экзамена

Теоретические вопросы: см. раздел «Содержание дисциплины». Задачи на экзамене аналогичны задачам, разбиравшимся на семинарах.

V. РЕСУРСЫ

1. Основная литература 
1. Вялый М.Н. Приближенное решение задач комбинаторной оптимизации: алгоритмы и трудность. Электронный учебник. - 2018. -   Режим доступа:

 https://www.dropbox.com/s/jp4rmi9m1ian4rr/approx-lec.pdf?dl=0 
2.  Дополнительная литература
2. Barak, Boaz. Steurer, David. (2016) Proofs, beliefs, and algorithms through the lens of sum-of-squares.

https://www.sumofsquares.org/public/index.html
3. Gupta, Anupam. O'Donnell Ryan. (2008) 15-854(B): Advanced Approximation Algorithms. Carnegie Mellon's School of Computer Science.

https://www.cs.cmu.edu/~anupamg/adv-approx/
4. Trevisan, Luca (2016). CS294: Graph Partitioning, Expanders and Spectral Methods. UC Berkeley.

https://people.eecs.berkeley.edu/~luca/expanders2016/index.html#notes
5. Vazirani Vijay V. (2003). Approximation Algorithms. Springer-Verlag Berlin, Heidelberg. 
3. Материально-техническое обеспечение дисциплины
Учебные аудитории для лекционных, семинарских и самостоятельных занятий по дисциплине не требуют специального технического оснащения. 
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